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Vad ar en mangd?

e Mangdlaran ar laran om mangder. Men vad ar en mang

(A) En mdngd dr en klass: extensionen av ett
predikat, ett begrepp eller ett villkor (allt som
uppfyller villkoret). En logisk tolkning som
forknippas med Frege.

(B) En mdngd dr en samling av ting, samlade i
tanken till ett annat ting. Mangden som sadan har
ingen nodvandig koppling till nagot begrepp. En
matematisk tolkning som forknippas med Cantor.




Naiv mangdlara

e En mangd ar ett objekt, vartill en eller flera &
objekt star i relationen medlemskap (med ett

undantag).
e Om b ar en mangd och a ar ett objekt skriver vi:
aEb,
omm a ar en medlem i b (alt. a ar ett element i b)

OBS! -(a € b) skriver visom a & b




Naiv mangdlara

e Lat x, y, z... vara variabler over domanen av alla objel
och a, b, ¢, vara variabler over domanen av mangder.

e Vi kan specificera en mangd pa tva satt:

e (i) genom att rakna upp dess medlemmar. Om b innehaller
talen 1, 6 och 7, och ingenting annat, sa skriver vi {1, 6, 7}.
Detta satt korresponderar mot tolkning (B).

(i) genom att ge ett villkor som alla dess medlemmar och
inga andra uppfyller. Om t.ex. b ar mangden av alla udda
tal, predikatet T(x) uttrycker att x ar ett tal, och U(x) att x
ar udda, skriver vi b = {x|T(x) A U(x)} (uttalas ”b ar
mangden av de x sadana att T(x) och U(x)”). Detta satt
korresponderar mot tolkning (A).




Naiv mangdlara
Extensionalitetsaxiomet

e Fran tolkning (A) och (B) ovan gar det att motivera att
mangden a ar identisk med mangden b omm de har
exakt samma medlemmar. Detta kallas for
extensionalitetsaxiomet och betyder att en mangd
bestams entydigt av att vi for alla objekt bestammer om
de ingar i mangden eller inte. Vi skriver axiomet i FOL

som foljande:
VaVb(Vx(x Ea=x&€b) = a=Db)

OBS! Ordningen har ingen betydelse. Detta innebar att det
ar meningslost att pasta att en mangd innehaller tva
exemplar av nagonting: antingen ingar objektet eller sa
gor det inte det, och det finns ingenting sadant som att
inga ”tva ganger”.




Naiv mangdlara
Abstraktionsaxiomet (eng. comprehension)

e Den andra principen i den naiva (intuitiva mangdlaran

e Den sager att for varje formel P(x) i FOL med fri
variabel x entydigt bestammer en mangd - narmare
bestamt mangden av alla ting som gor P(x) till en sann
sats om X tar nagon av dem som varde:

daVx(x € a = P(x))

OBS! Detta ar egentligen ett axiomschema snarare an ett
enskilt axiom eftersom P(x) kan vara vilken formel som
helst. Om a ar mangden av objekt som uppfyller villkoret
P(x), sa skriver vi a = {x | P(x)}.




Naiv mangdlara
Abstraktionsaxiomet

Som namndes innan ar ett annat satt att specificera el
mangd att rakna upp dess medlemmar: a = {c, d, e}.
Detta kan ses som en forkortning av:

a={x|x=cvx=dvx=e}

Fran detta foljer att {c, d, e, d, c} = {d, c, e, e} da:
Vx((x=cvx=dvx=evXx=dvXx=c()s=
(x=dvx=cvXx=evx=e))

ar en logisk sanning.




Ovning 1

e L&t U = {x | NaturligtTal(x)}, A= {2, 4, 6, 8,
7’ 8}, C = {1’ 2’ {3}’ 4}

e Ar foljande satser sanna eller falska?

a)2 €A
b)
C)
d)

e) A= {x | JamntTal(x)}

f) {3,4,5,6}={x]|x=30chx=<6}
9)
h
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Sma mangder
Tomma mangden

® Fran den naiva mangdlarans tva axiom foljer existense
av manga mangder. Den minsta mangden ar den tomma
mangden:

D =g {x | x=x}

e Denna kan vara svar att tolka som nagot som vi vanligen
ser som en "mangd” eller ”samling”, men den ar latt
att tolka som extensionen av ett begrepp (begreppet att
inte vara sjalvidentiskt).




Sma mangder
Singletonmangden (alt. enhetsmangden)

Nagot storre ar singletonmangden av varje objekt c, varmed
menar den mangd som bara innehaller c och inget annat. Den

definieras som:

{c} =4 {x| x=c}

Mangder med tva element definieras som:

{c, d} =4 {x| x=cvx=d}

for varje par av element c, d.

OBS! Existensen av alla dessa mangder foljer fran
abstraktionsaxiomet, och deras unikhet fran
extensionalitetsaxiomet.




Ordnade par

e Med hjalp av existensen av par och singletonmangder
kan vi ocksa definiera ordnade par.

Ett ordnat par ar ett dar bade ordningen och antalet
forekomster av varje objekt har betydelse. De skrivs
vanligtvis som (c, d). Den princip som ett sadant objekt
maste uppfylla ar:

(a, b)=(c,dy=(@a=carb=d)

Detta skiljer sig fran oordnade par som istallet
uppfyller:

{a, b} = {c,d} =Vx((x=avx=Db)=(x=cvx=d))

vilket foljer ur extensionalitetsaxiomet.




Nagra nyttiga mangdteoretiska operationé

® Fran tva mangder a och b kan vi bilda foljande nya
mangder:

® Snittet av a och b (a N b, eng. intersection). Denna mangd *
innehaller allt som finns i bade a och b:

anNb=4 {x| xEaaxeEb}

e Unionen av a och b (a U b). Denna mangd innehaller det
som finns i a och det som finns i b (alt. den mangd som
innehaller de objekt som ar element i a eller b):

aUb=4 {x| xEavxeEb}

e Differensen avaochb (a\b, alt. a - b). Denna mangd
innehaller alla element i a som inte ar element i b:

a\b=4 {X| xEanrxe& b}




Ovning 2

LatU=1{1,2,3,4,56,7,8,9, 10}, A={2, 2
B=1{1,3,6,7,8 ochC={3,7}

ANB= {0
AUC= {%}
A\B= {7}

LatA={1, 3,3,7,8,9,1, 2} och B ={1, 4}. Lista elementen
for foljande mangder:

AUB= {%}
ANB= {}




Mangdteoretiska modeller

Den vanligaste anvandningen av mangdlara ar for att “bygga’
abstrakta objekt. Mangderna utgor en mycket rik struktur vari
man kan tolka mer eller mindre vad som helst.

Alt. mangdlaran ger modeller for nastan alla teorier. Sa lange
man bryr sig om logisk struktur sa racker mangdlaran ofta for
att specificera en teori fullstandigt.

Med modell avses har tolkning. Mer specifikt ar en modell av
en teori en tolkning av den teorin i en annan teori, dvs en
oversattning av predikat P(x,, ..., x,) 1 den forsta teorin till
formler S(x,, ..., X,) i den andra, dar X,, ..., X, ar fria variabler.




Mangdteoretiska modeller
Relationer

Ett exempel pa sadant modellerande ar tolkningen av
relationer som mangder. En n-stallig relation R(x,, ..., X,
kan tolkas som en mangd r vars element ar ordnade n-

tuplar (x4, ..., X,), sadana att

R(Xqy veey X)) = (Xqy ooy X)) ET

Det foljer att tva relationer R, S for vilka R(xy, ..., X,)
S(X4, ..., X,) haller, tolkas som samma mangd r.

Vi uttrycker detta genom att saga att r ger extensionen
av R (och darmed aven S).




Mangdteoretiska modeller
Relationer

e Manga typer av relationer har speciella namn som ar bra at
lagga pa minnet. Dessa relationer kan sagas ha en viss
egenskap. Allt vad det betyder att P(x) har en viss egenskap
ar att vissa satser som innehaller P ar sanna.

e Nedan ar en lista pa viktiga relationer:

Reflexivitet: YxR(x, X)

Irreflexivitet: Yx-R(X, X)

Transitivitet: VxVyVz((R(x,y) A R(y, z)) = R(Xx, z))
Symmetri: VxVy(R(X, y) — R(y, X))

Asymmetri. YxVy(R(x, y) — =R(y, X))
Antisymmetri: YxXVy((R(X, y) A R(y, X)) = x =Y)




Ovning 3

® Ge exempel pa en relation som ar reflexi
och transitiv.

e Vilka egenskaper besitter foljande relationer:
® (a) =
e (b) likhet (som i x liknar y)
® (c) langre an (som i x ar langre an y)




Mangdteoretiska modeller
Relationer

En sarskilt viktig typ av tvastallig relation ar
ekvivalensrelationerna. Vi sager att R ar en ekvivalens

omm R ar reflexiv, symmetrisk och transitiv (ex. ”lika lang
som”, ”lika gammal som”, ”samma farg som” etc). De ar

anvandbara eftersom de delar upp domanen i ting som ar
lika i nagot avseende.

Givet nagon ekvivalensrelation R pa en mangd D, kan vi
kategorisera tillsammans de objekt som tolkas som
ekvivalenta under R pa foljande satt: for varje x € D, lat
[x]g vara foljande mangd:

{y€D | {x,y) ER}

[X]r ar alltsa mangden av allt i domanen D som x star i relationen R
till. [x]; kallas x’s ekvivalensklass under relationen R.




Mangdteoretiska modeller
Funktioner

e En funktion kan ses som en sorts relation: en som
tillskriver nagonting till nagonting (far(max), sum(5, 4))

e Eftersom funktioner ar en sorts relationer sa kan vi
modellera dem i mangdlaran med hjalp av ordnade par.

e Enligt LPL sags relationen R pa mangden D vara en
funktion om den satisfierar foljande villkor:

Vx3=yR(X, y)

e Om funktionen aven uppfyller foljande villkor sa kallar vi
den en total funktion:

Vx3IyR(X, y) (alltsa Vx3!yR(x, y))




Delmangder

e En viktig relation som kan halla mellan mangder ar
delmangdsrelationen. Denna skriver vi soma C b
(uttalas ”a ar en delmangd i b”) och definierar som:

aCb=4 Vx(x€Ea—x€eEDb)

e Det foljer fran definitionen och extensionalitetsaxiomet
atta=b=aCb abCa. Vihar ocksa alltid att for
vilken mangd a som helst:

@ C a och,
aCa

OBS! ”a C b” sager inte samma sak som "a € b”.




Potensmangder

e Med hjalp av delmangder kan vi for varje mangd a bilda
potensmangden g (a) (@ kallas for Weierstrass p), definierad
som:

#(a) =g {X | xC a}
® @ (a) ar alltsa mangden av a’s alla delmangder.
e Eftersom & C a och a C a, sa galler alltid att:
aec p(a)
e p(a)

OBS! @ (a) maste innehalla ett element for varje kombination
av element i a, vilket betyder att om a har n element, sa maste
» (a) ha 2" element.




Ovning 4

¢ Vilka element innehaller foljande potensma




