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Antalet element i en mangd

¢ Vi har sett att det antal objekt som faller under ett v
predikat kan uttryckas med hjalp av numerisk
kvantifiering.

Detta fungerar bra pa predikat som ett andligt antal
objekt faller under.

Det ar ocksa mojligt att bevisa saker for sadana tal i
allmanhet, aven om vi alltid maste bevisa saker om
specifika tal.

e T.ex. kan vi, givet ratt definitioner, ge ett bevis for att 2 +
1=1+2, meninte for att x + y =y + x for alla tal x och y.




Antalet element i en mangd
Humes princip

e Mangdlaran ger betydligt storre mojligheter: eftersom
varje predikat P(x) motsvarar en mangd {x | P(x)} sa
kan vi istallet forsoka mata antalet element i sadana
mangder. Men vad betyder det att mata sadana antal?

Humes princip(er) sager:
e Mangderna a och b har lika manga element omm det finns
en ett-till-ett-korrespondens mellan a och b.

e Detta uttrycks formellt som |a| = |b]| och vi sager att a och b
har samma kardinaltal.

e Mangden a har minst lika manga element som b omm det
finns en ett-till-ett-korrespondens mellan b och en
delmangd av a.

e Detta uttrycks formellt som |b| < |a]




Ovningar

LétA:{a) b) o d; €, f) g, a, e}, B={1, 2) 3; |

e Ar foljande satser sanna eller falska?
= |B
< |B

< |A
e Vad ar kardinaliteten for nedanstaende mangder?
e (d){a, 1, {42}, f, a}

° (e)1,2,3,8 X, ¥, z}, m}




Antalet element i en mangd
Cantors teorem

Cantor anvande ovanstaende definitioner for att visa flertale
viktiga teorem inom mangdlaran. Det viktigaste ar:

e Cantors teorem: for varje mangd a galler att |a| < | ¢ (a)]|
(la] < |b| betyder att |a|] < |b| men |a| = |b]).

Detta visar att for varje mangd finns det nagon mangd med
strikt sett fler element. Alltsa finns det, for varje tal k, nagon
mangd som har fler an k element.

Detta visste vi redan for andliga tal: om a har n element sa
har @ (a) 2" element.

Men hur ar det med oandliga mangder? Finns det ens sadana?




Antalet element i en mangd
Den universella mangden

¢ | naiv mangdlara ar svaret ja. Betrakta t.ex. mangden:
V={x]|x=x}

V foljer ur abstraktionsaxiomet och kallas for den universella
mdngden. Eftersom det finns atminstone godtyckligt andligt
antal mangder sa maste V innehalla strikt fler element an alla

andliga tal, dvs |V| maste vara odndligt.

Mangden av de naturliga talen |N| = oandlig.
Mangden av heltalen |Z| = oandlig.
Mangden av rationella tal (braktal) |Q| = oandlig.

Mangden av reella tal |R| = oupprakneligt oandlig.




Mangdteoretiska paradoxer
Cantors paradox

¢ Naiv mangdlara ar dock inkonsistent. Detta foljer dire
fran Cantors teorem och existensen av den universella
mangden V:

Vi har att ¢ (V) CV

Ur detta foljer det att | o (V)| = | V]| vilket ar ekvivalent
med - (IV| < | £ (V)]).

Men fran Cantors teorem far vi |V| < | @ (V)|

Alltsa leder antagande att det finns en mangd som
innehaller allting till en motsagelse.




Mangdteoretiska paradoxe
Russells paradox

Russell forsokte ar 1902 isolera vad det var i Cantors paradox so 1
motsagelsen, och kom da fram till féljande forenkling: fran abstrakt1onsax1ome
foljer existensen av foljande mangd:

r={x| x&x}
Det ar en logisk sanning att rervré&r
Antaattrer
Da erhaller vi r & r enligt definitionen av r
Saviharbader&erochrér
Antaattré&r
Da erhaller vi r € r enligt definitionen av r
Saviharbader&rochrér

Tillampa vElim pa forsta premissen och underbevisen for att erhallarEraré&r




Zermelo Fraenkels mangdlara

Dessa motsagelser visar att vare sig r eller V kan
existera. Men deras existens foljer fran
abstraktionsaxiomet, och darfor maste det vara falskt.

Ar 1908 gav Ernst Zermelo ett axiomsystem for
mangdlara som inte ger upphov till Cantor eller Russells
paradoxer. Detta system vidareutvecklades senare av
Abraham Fraenkel, och blev det vanligaste systemet for
mangdlara idag: ZFC, for Zermelo-Fraenkel with Choice.

ZFC racker for att bevisa mer eller mindre allt
matematiker vill ha mangdlaran till, och annu har ingen
hittat en motsagelse i systemet.




ZFC

Extensionalitet

ZFC bestar av totalt 7 axiom och 2 axiomscher
Jag tar dem i tur och ordning:
Extensionalitetsaxiomet

Samma som i naiv mangdlara, dvs:

VaVb(Vx(x€a=x€&€Db) —a=D>b)




JA

Separation (schema)

e Separationsaxiomet sager att for varje formel P(x) me
x fri och varje mangd c finns det en mangd d sadan att
€ d omm x € c och P(x):

VcadVx(x €d = (x € ¢ A P(x)))

e Separationsaxiomet ar ett axiomschema eftersom det
finns ett axiom for varje P(x).

e Det ar en forsvagning av abstraktionsaxiomet eftersom
det endast kan konstruera delmangder och tillater
darmed inte mangder av formen:

x| P(x)}




LFC
Utbyte (schema)

e Utbytesaxiomet sager att for varje tvastalligt predikat
P(x, y) som ar en total funktion galler att om P:s doma
ar en mangd, sa ar P:s vardemangd ocksa en mangd.

e Alltsa om P(x, y) representerar en total funktion f och a
en mangd sa galler for varje x att foljande mangd
existerar:

Y | Ix(xEanf(x)=yj]

OBS! Utbytesaxiomet ar ett axiomschema eftersom det
finns ett axiom for varje P(x, y).




JAd®

Kumulativa mangder

Varken separations eller utbytesaxiomen kan ge
mangder som har fler element an det vi borjade med.

Detta ar anledningen till att vi behover de flesta av de
ovriga axiomen: de kravs for att bygga upp mangder
’nedifran’, dvs fran den tomma mangden.

Detta ar en kumulativ idé om mangder. ZFC:s axiom gor
sa att vi kan bevisa existensen av en enkel mangd (de
som existerar pa 1a nivan) for att sedan bygga upp alla
andra mangder (de som existerar pa en niva hogre an
1a) utifran denna mangd med hjalp av axiomen.




ZFC

Oordnade par

e Axiomet for oordnade par sager att for vilka
som helst finns det en mangd som har bada objekten
som element (och ingenting annat):

VxVyadcVz(zEc=(z=X Vv Z =Y))

e Det ar ett krav i FOL att domanen inte far vara tom och
axiomet medfor existensen av ovanstaende mangd.




Unionsaxiomet sager att for varje mangd ¢ av mangde
finns det en mangd som innehaller allt som finns i c:s
element (och ingenting annat).

VcdaVx(x€a=3db(b&caxeDb))

Annorlunda uttryckt sager den att for varje mangd c av

mangder sa ar unionen av alla c:s element ocksa en
mangd.

Detta innebar att vi kan visa for alla mangder c och d
att c U d existerar.




ZFC

Potensmangd

e Potensmangdsaxiomet sager att for varje mangd c fin
2 (C):

VcadbVx(x € b =x C )

¢ Vi maste ha potensmangdsaxiomet som tillagg eftersom

vi ur separationsaxiomet inte kan erhalla vilka mangder
som helst.

¢ Potensmangder foljde ju ur abstraktionsaxiomet, men
eftersom det ar falskt och vi vill ha potensmangder sa
maste detta specificeras i ett separat axiom.




LFC
Oandlighet

¢ Oandlighetsaxiomet sager att det finns en mangd a
sadan att & € a och for varje x, om x € a sa {x} € a:

da(@ ean Vx(xea—{x}€a))

e Mangden som garanteras av detta axiom har lika manga
medlemmar som det finns naturliga tal.

¢ Vi kan tanka pa & som att det representerar 0, {&} som
att det representerar 1, {{J}} att det representerar 2 ...




ZFC
Grundadhet

¢ Grundadhetsaxiomet sager att varje icke-tom mang
har nagot element x sadant att snittet av x och ¢ ar de
tomma mangden:

Ve(c=d —=Ix(xXEcCcAXxNc= O))

e Axiomet utesluter existensen av mangder som innehaller
sig sjalv som enda element (kom ihag Russells paradox).




JAd®

Urval

Urvalsaxiomet sager att for varje mangd c av icke-
tomma mangder finns det en mangd som innehaller
exakt ett element fran varje element i c.

Annorlunda uttryckt: lat c vara en icke-tom mangd.
Axiomet sager da att det finns en funktion f vars doman

ar ¢ och som satisfierar foljande:
Vx(x € ¢ — f(X) € x)

ldén ar att f ’tittar’ pa varje mangd i c och plockar ut
exakt ett element ur denna mangd.



