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Forberedande

Om detta kompendium:

Det har kompendiet &r ett hjalpmedel till kursen FTEA21:4, Filosofisk Logik, vid filosofiska
institutionen, Lunds Universitet. Den skall tas som sadant, tillsammans med forelasningarna,
och boken “Langage, Proof and Logic” av Barwise & Etchemendy, 2:a utgdvan (hadanefter
B&E), som ar officiell kurslitteratur. Sid- och kapitelhdnvisningar nedan &r till denna bok, och
bor ses som tips for att lasa vidare om och fa battre forstaelse for saker som tas upp har.
Uppgifter som ges har skall ses som forslag; gor sa manga av uppgifterna i boken som du
behover for att kanna att du forstar avsnittet nagotsanar.

Om kursen:
Kursen i filosofisk logik kan delas upp i tva komponenter.

A. Maéngdlara (kap. 15), som kommer att vara nédvandigt for den sista komponenten, men
som ocksa i sig sjalvt ar oerhort anvandbart for en filosof. Det utgér dessutom ett bra
exempel pa en formell teori som faktiskt anvands. Vi kommer att studera bade praktiskt
tillampad mangdlara och nagra filosofisk-logiska problem, sasom Russells paradox.

B. Induktion & aritmetik (kap. 16). Ett mindre avsnitt som syftar till att ge ytterligare ett
exempel pa en formell teori, och som dessutom introducerar metoder som &r anvandbara
inom all logik.
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C. Metalogik (kap. 17-19), som handlar om formella egenskaper hos logiska system, sasom
sundhet och fullstandighet, och om viktiga logiska och semantiska begrepp (t.ex.
sanning och modell), samt om tolkningen av ett logiskt system. Vi kommer framfor allt
att ge en oversikt ver detta omrade sadsom det ar tillampbart pa spraket FOL.

De stycken ur boken som ingar i kursen, officiellt, &r:

AL Tors 24 apr Kap. 15-15.6
Il. Fre 25 apr Kap. 15.7 - 15.10
B. L Man 28 apr  Ovningar kap. 15
Kap. 16 - 16.4
C. IV. Tis 29 apr Ovningar kap. 16.
Kap. 17-17.2, 18-18.3
V. Fre 2 maj Kap. 19-19.5
VI. Man 5 maj Ovningar kap. 17- 19
Kap. 19.6 - 19.8
Om logik:

Logik &r laran om korrekta slutledningar, d.v.s. hur man resonerar korrekt, inom alla mojliga
olika omraden. Formell logik (av. kallad symbolisk logik) ar det satt att arbeta med logik som
ar mest vélutvecklat for tillfallet. Det kan sdgas ligga till grund for all modern filosofi, och
spelar i princip samma roll dar som matematiken gor i naturvetenskaperna.

En av den formella logikens viktigaste uppgifter ar att verka som ett universellt sprak for
filosofin, dar resonemang och teorier pa ett klarare och mer exakt sétt kan presenteras. Pa sa
sétt ger det filosofin en grad av objektivitet lik den som ges av experiment i vetenskaperna:
vem som helst kan kontrollera om en hérledning &r giltig, och alla kommer fram till samma
resultat om de anvéander samma regler. Formell logik ar darfér en nédvéandighet for att kunna
narma sig filosofiska fragor pa ett vetenskapligt och icke-subjektivt satt. Aven om de flesta
filosofer inte vardagligen uttrycker sig formellt, finns det anledning att hévda att ett kriterium
pa att en filosofisk position ar substantiell ar att den gar att formalisera, d.v.s. uttrycka i
formell logik.

Amnet filosofisk logik, som den har delkursen handlar om, kan kontrasteras med
matematisk logik. De ar dock ganska lika varandra. Matematisk logik brukar ha nagot mer
fokus pa strukturer som anvéands inom resten av matematiken, sdsom mangdlara eller algebra,
och filosofisk logik lagger ofta fokus mer pa sprak och strukturer som anvands inom filosofin.

Om informella bevis:

| den hdr delkursen kommer vi ofta att anvanda oss av informella bevis, istéallet for de
formella som anvénts i forra delkursen. Ett informellt bevis kan ses som ett “recept” for att
skapa ett formellt bevis, eller en starkt forkortad version av ett sadant. Anledningen att vi ger
dem snarare an formella ar i huvudsak tva:

Praktikalitet: formella bevis av substantiella méngdteoretiska, metalogiska eller matematiska
satser &r ofta gigantiska, och néstan omdjliga att arbeta med for hand. Detta kan 16sas genom
att t.ex. anvanda ett datorprogram for bevishantering. Detta gors framfor allt inom datalogi.
Det traditionella sattet, som anvénds inom t.ex. matematik, ar dock att enbart ge informella
bevis.
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Forstaelighet: i ett informellt bevis kan man ofta forklara de bakomliggande idéerna battre.
Ett formellt bevis sager vad det sager; informella bevis kan ocksa saga varfor de séger det.
Detta kan I6sas genom att varje formellt bevis far ett informellt som tillagg. | allménhet sa
racker dock det informella beviset for att en trdnad logiker skall kunna fylla i det formella
beviset sjélv.

Vi ger inga exempel pa informella bevis hér, da flertalet kommer att dyka upp senare.

Om modeller:

En annan nyhet i denna kurs dr anvandandet av modeller. I logik betyder “modell” i stort sett
samma sak som “tolkning”. Mer specifikt dr en modell av en teori en tolkning av den teorin 1
en annan teori, d.v.s. en Oversattning av predikat P(xs, ..., X,) i den forsta teorin till formler
S(X1, ..., Xn) i den andra, dar Xy, ..., X, ar fria variabler.

En modell av en teori i en annan &ar ofta av anvandning for bada teorierna: den tillater att
saker vi vet om den ena av dem fors dver pa den andra. Den kanske viktigaste anvandningen
av modeller i logik & inom metalogiken, dar sprak i FOL Oversatts till mangdlara, och
informella bevis sedan ges om denna dversattning. De flesta av de satser som vi kommer att
ga igenom i denna del skulle vara oméjliga att genomfora utan denna dversattning.

I. Mangdlara
15

Vad ar mangdlara?

Mangdlaran handlar om sa kallade mangder, och réknas numera vanligen som en del av
matematiken, men den ingar ocksa traditionellt i den matematiska logiken. For den moderna
logikens anfader Boole och Frege var dock &ven mangdbegreppet ett rent logiskt begrepp.
Men vad &r en mangd? Det finns tva satt att narma sig det:

(i) En méngd ar en klass: extensionen av ett predikat, ett begrepp, eller ett villkor, d.v.s.
allt som uppfyller villkoret. Eftersom mangden nddvandigt bestdms av ett begrepp, och
begrepp ar nagot som traditionellt ar logikens omrade, ar sjalva mangden har ett mer
logiskt objekt.

(it) En méngd ar en samling av ting, samlade i tanken” till ett annat ting. Mangden som
sadan har ingen nodvandig koppling till ndgot begrepp, och darfér raknas mangdlaran
har ofta som mer matematisk.

Nufortiden tycks tolkning (ii) vara vanligare (jfr B&E), men det &r anda mest rattvisande att
se modern mangdlara som produkten av inspiration fran bada tolkningarna.
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Naiv mangdléra 15.1

En mangd &r ett objekt, vartill en eller flera antal andra objekt star i relationen medlemskap
(med ett undantag, som vi skall se senare). Om b &r en mangd och a &r ett objekt, skriver vi a
€ b om a &r en medlem i b. Ibland kallas samma relation att a ar ett element i b. Vi forkortar
—(a e b)soma ¢ b.

Lat X, y, z... vara variabler dver dominen av alla objekt, och a, b, ¢, vara variabler 6ver
domanen av mangder. Vi kan specificera en mangd pa tva satt: genom att rakna upp dess
medlemmar (jfr tolkning (ii)) eller genom att ge ett villkor som alla dess medlemmar och inga
andra uppfyller (jfr tolkning (i)). Den forsta metoden kan givetvis bara anvandas nar mangden
har ett andligt antal medlemmar. Om b innehaller talen 1, 6 och 7, och inget annat, sa skriver
vi b = {1, 6, 7}. Den andra metoden, daremot, kan bara anvandas da vi pa nagot satt kan
specificera vilka element som skall ingd, lampligen genom att anvanda ett predikat. Om b
t.ex. & mangden av alla udda tal, predikatet T(x) uttrycker att x &r ett tal, och U(x) att x &r
udda, skriver vib = {x | T(x) A U(X)} —1 ord ”b & mangden av de x sadana att T(x) och U(x)”.

Extensionalitet, abstraktion 15.1

Fran bade tolkning (i) och tolkning (ii) ovan gar att motivera att mangden a &r identisk med
mangden b omm de har exakt samma medlemmar. Detta kallas for extensionalitetsaxiomet,
och betyder att en mangd bestams entydigt av att vi for alla objekt bestimmer om de ingar i
denna mangd eller inte. Det innebdr att ordningen vi skriver element i, nér vi réknar upp dem,
inte har nagon betydelse. Det innebar ocksa att det a&r meningsldst att pasta ndgot sadant som
att en mangd innehaller tva exemplar av nagonting: antingen ingar objektet eller sa gor det
inte det, och det finns inget sadant som att ingd “tva ganger”. Vi skriver
extensionalitetsaxiomet i FOL som

Vavb(Vx(x e a<>x e b) >a=Dh)
Abstraktionsaxiomet (eng. comprehension) &r den andra principen i den naiva (intuitiva)
mangdlaran. Det séger, att varje formel P(x) i FOL med en fri variabel x entydigt bestammer
en mangd — narmare bestdmt méngden av alla ting som gor P(x) till en sann sats om x tar
nagon av dem som varde:
Javx(x € a <> P(x))

Om a ar mangden av objekt som uppfyller villkoret P(x), sa skriver vi a = {x | P(x)}. Om a t.ex.
ar mangden av alla sma kuber, kan vi skriva detta som a = {x | Small(x) A Cube(x)}.

Ett andra satt att specificera en mangd ar genom upprakning av dess element: a = {c, d, e}.
Detta kan ses som en forkortning av

a={x|x=cvx=dvx=e}
Fran detta foljer t.ex. att {c, d, e, d, c} ={d, c, e, e}, da

Vx(x=cvx=dvx=dvx=c)e>(X=dvx=cvXx=evXx=e))



Kompendium i filosofisk logik for FTEA21:4
Staffan Angere

ar en logisk sanning.

Sma méangder 15.2,15.4

Fran de tvd axiomen i naiv mangdlara foljer existensen av manga mangder. Den minsta
mangden &r den tomma mangden
D =g {X|X#X}

Denna kan vara svar att tolka som ndgot som vi vanligen ser som en “méngd” eller ”samling”,
men den dr latt att tolka som extensionen av ett begrepp (begreppet att inte vara sjalvidentisk).
Detta &r ett bra exempel pa hur bade tolking (i) och tolking (ii) ovan behdvs for att motivera
méangdlaran.

Nagot storre ar singletonmangden av varje objekt ¢, varmed vi menar den mangd som bara
innehaller ¢ och inget annat. Denna definieras som

{c} =ar. {x|x=c}
Méangder med tva element kan ocksa definieras, som
{c,d} =g {X|x=Ccvx=d}
for varje par av element ¢, d. Existensen av alla dessa mangder foljer fran
abstraktionsaxiomet, och deras unikhet fran extensionalitetsaxiomet.
Med hjalp av existensen av par och singletonmangder kan vi ocksa definiera ordnade par.

Ett ordnat par ar ett dar bade ordningen och antalet férekomster av varje objekt har betydelse.
De skrivs vanligen som (c, d). Den princip ett sadant objekt maste uppfylla ar

(a,by=(c,dy«<>(@a=cab=d) ™
Detta skiljer sig fran oordnade par, som istéllet uppfyller
{a,b}={c,d} o Vx(x=avx=b) (x=cvx=d))
vilket foljer fran extensionalitetsaxiomet.

Det finns manga satt att definiera ordnade par: allt vi behdver &r att hitta en tvastéllig
funktion f(x, y) som uppfyller (*). Ett vanligt sétt att gora detta gavs av Kuratowski 1921:

<X! Y> =df. {{X}! {X, y}}

Med hjélp av ordnade par kan vi definiera ordnade tripplar, kvadrupplar, etc. Dessa bor
uppfylla

(a,b,cy=<¢a’ b, cYy<>(@=a’' Ab=b"AcCc=C)
(a,b,c,dy=<a’ b’ c,dy<>@=a ' Ab=b’Ac=c’'Ad=d)

etc. En samling definitioner som gor detta ar

<a! b! C> =df. <a1 <b! C>>
<a1 bv C, d> =df. <aa <b1 <C! d>>> = <a! <b1 C, d>
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Alla andliga sekvenser av objekt (n-tuplar) representeras pa detta satt. Imorgon skall vi ocksa

titta pa oandliga sekvenser.
UPPGIFTER: 15.4, 15.6, 15.10, 15.28, 15.30, 15.31

Nagra anvandbara konstruktioner 155
Fran tva mangder a och b kan vi bilda féljande nya mangder:

Snittet av a och b (i symboler a n b, eng. intersection). Den mangd som innehaller
allt som finns i bade a och b:

anb=4 {x|xeanxeb}
Om a och b inte dverlappar &r snittet av dem nollmangden.

Unionen av a och b (i symboler a U b, eng. union). Den mangd som innehaller det
som finns i a och det som finns i b, eller alternativt, den mangd som innehaller de
objekt som ar element i a eller b:

aub=4 {X|xeavxeb}

Differensen av a och b (i symboler a \ b, alt. a — b, eng. difference). Den méngd som
innehaller alla element i a som inte ar element i b:

a\b=g {X|xeanxghb}

UPPGIFTER: 15.19, 15.24

Relationer 155

Den huvudsakliga anvindningen av méngdlédra dr for att ”bygga” abstrakta objekt. Méngderna
utgér en mycket rik struktur vari man kan tolka mer eller mindre vad som helst. Eller
alternativt: mangdlara ger modeller for nastan alla teorier. Sa lange man bara bryr sig om
logisk struktur, sa racker darfor mangdlara ofta for att specificera en teori fullstandigt.

Ett exempel pa sadant modellerande &r tolkningen av relationer som mangder. En n-stallig
relation R(xy, ..., Xn) kan tolkas som en mangd r vars element ar ordnade n-tuplar (xs, ..., Xn),
sa att

R(X1, ..., Xn) > (X1, ..., Xny €T

Det foljer att tva relationer R, S for vilka R(Xy, ..., Xn) <> S(X1, ..., X,) haller tolkas som samma
méangd r. Vi uttrycker detta genom att sdga att r ger extensionen av R och S.

Manga typer av relationer har speciella namn da de ofta uppkommer nar man modellerar.
Vi kan se detta som att relationen har en viss egenskap. Det ar dock viktigt att inte tolka
“egenskap” hdr som ndgon sorts hogre ordningens predikat, eller som ndgon metafysisk
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entitet. Att P(x) har en viss egenskap betyder bara att vissa formler som innehaller P haller.
Nagra anvandbara saddana egenskaper &r de foljande:

Reflexivitet: Vx R(x, X)

Irreflexivitet: VX —R(X, X)

Transitivitet: VxVyVvz ((R(x, y) A R(y, z)) = R(X, 2))
Symmetri: VxVy (R(X, y) = R(y, X))

Asymmetri: VxVy (R(X, y) = =R(y, X))
Antisymmetri: VXVy ((R(X, Y) A R(y, X)) &> x =Y)

Givet en relation R kan vi bilda dennas invers R™: den relation i vilken x stér till y omm y stér
i R till x. Om r &r extensionen av relationen R, bildar vi inversens extension rsom

rt={x 9y, x) er}

Vi kan se att en relation ar identisk med sin egen invers omm relationen &r symmetrisk.

En sarskilt viktig typ av tvastéllig relation ar ekvivalensrelationerna. Vi sager att R ar en
ekvivalens omm R ar reflexiv, transitiv och symmetrisk. Exempel ar ”Lika lang som”, ”Lika
gammal som”, ”Samma firg som”. Det anvandbara med ekvivalensrelationer ar att de delar
upp doménen i klasser eller kategorier: ”Lika l&ng som” kan t.ex. anvdndas for att dela upp
domanen i klasser efter hur langa individerna ér.

Uppdelningen genomfors formellt pa féljande satt: for varje x e D, lat [x]r vara foljande
méangd:

[XIr =at. {y | R(X, ¥)}

Mangden [x]r ar alltsa mangden av allt i doménen som x star i relationen R till. Eftersom R ar
reflexiv har vi att x e [x]r. Vi kan ocksa visa att varje individ i domanen ingar i exakt en
sadan klass. Vi kallar dessa for ekvivalensklasser under relationen R.

Ekvivalensklasser ar anvandbara for att ga fran en relation till ndgot som mer liknar en
egenskap. I fallet "Lika ldng som” kan vi lata ekvivalensklasserna vara extensioner av
predikat for olika langder. For ”samma férg som” ger ekvivalensklasskonstruktionen upphov

till extensioner av predikat som motsvarar olika farger.
UPPGIFTER: 15.40, 15.44

Funktioner 15.6

En funktion kan ses som en sorts relation: en som entydigt bestammer nagot av sina
argument, givet de 6vriga. En enstéllig funktion f(x) kan t.ex. ses som en relation F(x, y) som

uppfyller
vx3aly R(x, y)
| B&E Kallas detta en total funktion; de anvander funktion for en relation R som uppfyller

VxVyVvz ((R(X, ¥) A R(X, 2)) > x =)

Den betydelse som vi anvander har ar dock betydligt vanligare. En relation som uppfyller
VxvyVvz ((R(X, ¥) A R(x, 2)) = x = y) kallas da en partiell funktion.
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| matematiken &r varje funktion (partiell och total) associerad med tva mangder: dess
doman och dess kodoméan. Dessa ar mangder a, b sadana att om f(x) =y, sa haller x e a ochy
e b. En funktion f med domén a och kodomén b skrivs f: a — b.! En funktions vardeméangd
(eng. range) &r den mangd av varden den tar, d.v.s. mangden

{y [ 3xf(x) =y}

En funktion vars vardemangd &r samma som dess kodoman kallas surjektiv (eng. surjective eller onto).
Om tva olika element i domanen alltid tas till olika element i kodoménen kallas funktionen injektiv.
Formellt blir detta

VxVY(x =Yy — f(x) = f(y))

eller ekvivalent

vxvy(f(x) =fly) > x=y)

En funktion som &r bade injektiv och surjektiv kallas for en ett-till-ett-korrespondens. En
sadan funktion ordnar varje element i domanen till ett och endast ett element i kodoméanen,
d.v.s. den “parar ithop” elementen i domédnen och kodoménen. S&dana funktioner ar av stor
betydelse for teorin om o&ndliga méangder.

UPPGIFTER: 15.51, 15.56

' Notera anvindningen av *— hir, och blanda inte ihop den med konditionalen. De kan skiljas pa genom att
konditionalen héller mellan formler medan — i beskrivningen av en funktion héller mellan fermer. Hela

uttrycket i a — b kan ses som ett trestélligt predikat med betydelsen ”’f dr en funktion med domén a och
kodomén b”.



