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Delméngder och potensméangder

En viktig relation som kan halla mellan mangder &r delmangdsrelationen, som vi skriver a
b och definierar

acbommvVvx(xea—Xxehbh)

Det foljer fran definitionen och extensionalitetsaxiomet att a=b <> ac b A b < a. Vi har
ocksa alltid att & c a och a c a.

Det ar viktigt att skilja delméangdsrelationen fran elementrelationen. | den Fregeanska
tolkningen séger x € a att x har egenskapen a, och a — b att allt som har egenskapen a ocksa
har egenskapen b. Vi har t.ex.

x € {x} men —x c {x}

{x}  {x, y} men {x} < {x, y}

Med hjalp av delméangdsrelationen kan vi for varje mangd a bilda potensmangden g (a),
definierad som

0 (@) =t {x|x c a}
For potensméngden g (a) géller alltid atta € p(a), D € g (a) och {a} € p ().

UPPGIFTER: 15.61, 15.62

Att méata mangders antal

| forra delkursen representerade vi det antal objekt som faller under ett visst predikat med
hjalp av numerisk kvantifiering (de definierade kvantifikatorerna 3"). Detta fungerar bara pa
predikat som ett andligt antal objekt faller under. Det dr ocksa omdjligt att bevisa saker for
sadana tal i allmanhet, aven om vi alltid kan bevisa saker om specifika tal.
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Méngdlara ger storre mojligheter: eftersom varje predikat P(x) motsvarar en méangd {x |
P(x)} sa kan vi istallet mata antalet element i sddana mangder. Men vad betyder det att méata ett sadant
antal?

Den princip som anvands mest ar vad som kommit att kallas Humes princip: tvd mangder har lika
manga element omm det finns en ett-till-ett-korrespondens mellan dem. Mangden a har minst lika
manga element som b omm det finns en injektiv funktion f: b — a. Om a har minst lika manga
element som b sa skriver vi |b| < |a], och om a och b har lika manga element skriver vi |b| = |aJ. Om |a]
< |b| men |a| = |b| skriver vi |a| < |b|. Cantor anvande dessa definitioner for att visa flertalet viktiga
teorem om mangdlaran. Det viktigaste av dessa ar

Teorem: For varje mangd a galler att |a] < | g (a)]
Bevis: se B&E, s. 440.

Detta visar att for varje mangd finns det nagon mangd med strikt sett fler element. Alltsa finns det, for
varje tal k, ndgon mangd som har mer &n k element. Detta visste vi redan for andliga tal: om a har k
element s& har g (a) 2 element. Hur &r det med oandliga mangder? Finns det ens sadana?

| naiv méangdlara ar svaret ar ja: t.ex. mangden

V={x|x=x}

Eftersom det finns atminstone godtyckligt andligt antal mangder sa maste V innehalla strikt

fler element &n alla &ndliga tal, d.v.s. vara odndlig.
UPPGIFTER: 15.61, 15.62

Russells och Cantors paradoxer

Naiv mangdlara &ar inkonsistent. Detta foljer direkt fran Cantors teorem och existensen av V:
vi har att o (V) <V, sa | (V)| < |V]. Men fran Cantors teorem har vi |V| < | ¢ (V)|. Detta kallas
for Cantors paradox. Den upptacktes av Cantor kring ar 1900.

Russell forsokte ar 1902 isolera vad det var i Cantors paradox som gav upphov till
motsagelsen, och kom da fram till foljande forenkling: fran abstraktionsaxiomet foljer
existensen av mangden

R={x|x ¢ x}

Det ar en logisk sanning att R € R v R ¢ R. Men anta att R € R; da haller R ¢ R enligt
definitionen av R, sa vi har bade R € Roch R ¢ R. Antaatt R ¢ R. Da haller R € R, aterigen
per definitionen av R. Tillampa velim, och fa att R € R v R ¢ R ger en motségelse.

Dessa paradoxer visar att vare sig R eller V kan existera. Men deras existens foljer fran

abstraktionsaxiomet, och darfor maste det vara falskt.
UPPGIFTER: 15.66

Zermelo-Fraenkels mangdlara

Ar 1908 gav Ernst Zermelo ett axiomsystem fér mangdlara som inte ger upphov till Cantors
eller Russells paradoxer. Detta system vidareutvecklades senare av Abraham Fraenkel, och
blev det vanligaste systemet for mangdléara idag: ZFC, for Zermelo-Fraenkel with Choice.
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ZFC racker for att bevisa mer eller mindre allt matematiker ville ha méangdlara till, och &nnu
har ingen hittat ndgon motsagelse i systemet.
ZFC bestar av totalt 7 axiom och tva axiomscheman:

Extensionalitet:
Oordnade par:
Union:

Potensmangd:
Oandlighet:
Grundadhet:
Urval:

samma som i naiv mangdlara.

VXVyaceVz(z e c > (=X v Z=Y))

for varje mangd ¢ av mangder finns det en mangd som innehaller allt
som finns i c:s element och inget annat.

for varje méangd c finns g (c).

det finns en mangd i sddan att & € i ochom x € i sa {x} < i.

varje icke-tom mangd ¢ har nagot element x e ¢ sadant att x " ¢ = &,
For varje mangd c av icke-tomma méangder finns det en méngd som
innehaller exakt ett element fran varje element i c.

De tva axiomschemana ar

Separation:

Utbyte:

For varje formel P(x) med x fri och méngd c finns en méangd d sadan att
X € d omm x € ¢ och P(x).

For varje tvastalligt predikat P(x, y) sadant Vxvyvz((P(x, y) A P(X, z))
— y = z) géller att om P:s doman &r en mangd, sa ar P:s vardemangd
ocksa ar en mangd.

Separation ar en forsvagning av abstraktionsprincipen. Axiomet bygger pa Cantors idé att vad
som &r problemet med V och R ér att de &r for stora for att kunna tankas pa som enskilda
objekt. Varken separations- eller utbytesaxiomen kan ge mangder som har fler element &n de
vi borjade med. Det ar detta som ar anledningen till att vi behdver de flesta av de 6vriga
axiomen: de kravs for att bygga upp mangder “nedifran”, d.v.s. fran nollmangden. Dennas
existens foljer i sin tur fran paraxiomet tillsammans med separationsschemat.

UPPGIFTER: 15.71, 15.72, 15.76



