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1. Induktion & aritmetik

16

Explicita och implicita definitioner

En explicit definition &r den enklaste formen av definition: den specificerar betydelsen av ett
uttryck (definiendum) helt i termer av ett annat (definiens) sadant att det forsta uttrycket alltid
kan bytas ut mot det andra; t.ex.

F5X P(X) =41, VX VY VZ (P(X) AP(Y) AP@) = (X=yVvX=2VvYy=12))

En implicit definition ar istéllet ett villkor, d.v.s. en formel S(x) med en fri variabel x. Den kan
anvandas pa tva satt:

1. For att definiera ett enskilt objekt. For att definitionen skall fungera behéver vi da visa
att det finns exakt ett objekt som uppfyller S(x). En definition som inte gor detta
2. For att definiera en mangd: méngden av objekt som uppfyller S(x).

Ett implicit definierat uttryck kan inte alltid ersdttas med sin definiens, eftersom denna inte
alltid ar given som ett uttryck sjalvt.

Induktiva definitioner 16.1, 16.2

En induktiv definition &r en typ av implicit definition av ett predikat S(x), eller den
motsvarande mangden s ={x | S(x) }, som bestar pa tre element:

1. Ett bassteg. Detta ar en upprakning av objekt som uppfyller S(x). Det &r vanligtvis en
andlig upprakning, men den kan ocksa ha givits av en tidigare definition.

2. Ett induktivt steg. Detta sager att om ett objekt x uppfyller S(x), sa& uppfyller ocksa
objekten yi, ..., Yn S(X).
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3. Ett avslutande steg. Detta séger att ingenting utom det som givits av steg 1. och 2.
uppfyller S(x).

Det ar viktigt att se att steg 2. kan tillampas hur manga ganger som helst: om vi har att ¢ ar en
term ger att f(c) ar en term, sa ar aven f(f(c)), f(f(f(c))) etc. termer. Steg 2. kan ocksa innehalla
flera villkor, som i definitionen av en satslogisk sats: denna sager att om S och T &r satser, sa
ar ocksa —S, (SAT), (SvT), (S—T) och (S<>T) satser.

Hur formaliserar vi det tredje steget? Med mangdlara.' Vi bérjar med att notera att steg 1.
och 2. i sig definierar en mangd m av mangder, namligen de mangder som uppfyller villkor 1.
och 2.

m={c|bccaVx(xeco HX) ecna...Afh(X) €C)}

Hér &r b den méngd av objekt som givits i bassteget, och fy, ..., f, funktioner som beskriver
det induktiva steget. Mangderna i m kommer dock att ocksa innehalla mycket annat som inte
uppfyller 1. och 2. For att fa bort dessa tar vi snittet av alla mangder i m:

m’ ="m

Méngden m’ innehaller allt som ar i alla méngder som uppfyller 1. och 2. Ett annat sétt att
sdga detta ar att den inte innehaller nagot som inte kravs av 1. och 2.

Induktiva bevis 16.1, 16.2

Né&r vi har satt upp en induktiv definition av ett begrepp kan vi anvénda den for att gora
induktiva bevis, d.v.s. bevis av att alla element i en induktivt definierad mangd m har en viss
egenskap. Dessa &r inte egentligen en ny form av bevis: de kan utféras helt och hallet i FOL,
med tilldgget av mangdldra. Det “nya” med dem é&r att de anvédnder sig av induktiva
definitioner. Ett induktivt bevis av att alla S ar T, dar S ar ett induktivt definierat predikat,
bestar av 2 steg:

1. Bassteget: vi visar att objekten i bassteget som anvéndes for att definiera S(x)
uppfyller T(x).

2. Det induktiva steget. Vi visar att om S(x) haller, sa haller S(fi(x)) A ... A S(f.(x)), dar
f1, ..., f, aterigen ar funktioner som beskriver det induktiva steget i definitionen.

For nagra exempel, se s. 457-460 i B&E.
UPPGIFTER: 16.1, 16.2, 16.6

Aritmetik 16.3,16.4
Det mest berdmda exemplet pa en induktiv definition ar den varigenom de naturliga talen ges:
1. 0 é&rett naturligt tal.

2. Om n é&r ett naturligt tal, sa ar n + 1 ett naturligt tal.
3. Ingenting annat ar ett naturligt tal.

" Eller i hogre ordningens logik, som Frege fran borjan gjorde.
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Om vi har mangdléara i bakgrunden, sa racker detta for att definiera aritmetiken: vi kan infora
addition, multiplikation, subtraktion, division etc. med hjalp av induktiva definitioner pa dessa
tal. Ofta ar det emellertid anvéndbart att inte anta mangdléara nar vi arbetar med aritmetik. De
naturliga talen ar en betydligt mindre struktur &n det méngdteoretiska universumet, och vi har
storre anledning att tro att det ar konsistent. For att fa en anvandbar definition for FOL utan
mangdlara maste vi dock ocksa ta med addition och multiplikation i definitionen. Den mest
kanda uppséttningen axiom kallas for Peanoaxiomen, och bestar av 6 axiom och ett
axiomschema (se s. 468-470).

Peanoaxiomen ger, vid sidan om ZFC, kanske det historiskt viktigaste exemplet pa en
forsta ordningens teori. Vi kan tolka dem i méangdlaran, sa om mangdléaran ar konsistent sa &r
dven peanoaritmetiken det.? PA &r den teori som Godels ofullstandighetsbevis oftast
formaliseras i.

UPPGIFTER: 16.14, 16.19, 16.20, 16.24

2 Motsatsen haller dock inte.



