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Modeller for satslogiken 18.1

Vi har tidigare sagt att en modell &r en tolkning av en teori i en annan. Att tolka satslogiken
innebar att ge en dversattning fran ett satslogiskt sprak till ett annat sprak. Det vanligaste
sprak vi gor en sadan tolkning i & mangdlara, dd mangdlaran innehaller manga anvandbara
bevismetoder som vi kan anvanda for att visa teorem om satslogiken.

For satslogiken &r det enda som har betydelse sanningsvardena S, F; detta ar det vi
anvander da vi gor sanningsvardestabeller. Proceduren for att gora en rad i en
sanningsvardestabell kan ségas ga till sahar:

1. Vi sétter ut ett av vardena s, f pa varje atomar sats.
2. For varje komplex sats raknar vi ut ett nytt sanningsvarde med hjalp av tabellerna
for konnektiven.

Detta betyder att en tolkning kan ses som en funktion fran det satslogiska spraket till mangden
{S, F}. For att fanga betydelsen hos konnektiven behdver vi begransa de varden en sadan
funktion kan anta. Detta gors genom foljande induktiva definition:

En sanningsvardestilldelning ar en funktion h fran satserna i ett satslogiskt sprak till
mangden {S, F} sadan att

1. Varje atomar sats tilldelas S eller F.
2. For komplexa satser haller foljande:
2.1. Om h(P) = S och h(Q) = S sa haller h(-=P) = F, h(-=Q) =F, h(P A Q) =S, h(P v Q) =
S, h(P — Q) =S och h(P<>Q) =S.
2.2. Om h(P) = S och h(Q) = F sa haller h(—P) = F, h(~Q) =S, h(P A Q) =F, h(P v Q) =
S, h(P > Q) =Fochf(P-Q) =F.
2.3. Om h(P) = F och h(Q) = S sa haller h(-=P) =S, h(-=Q) =F, h(P A Q) =F, h(P v Q) =
S, h(P — Q) =S och h(P<-Q) =F.
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2.4.Om h(P) = F och h(Q) = F s& héller h(—P) =S, h(~Q) =S, h(P A Q) =F, h(P v Q) =
F, h(P — Q) = S och h(P<>Q) = S.

Ett exempel pa en sanningsvardestilldelning & en rad i en sanningsvardestabell. En

uppséattning modeller for en logik kan kallas en semantik for den logiken.
UPPGIFTER: 17.2

Sundhet och fullstandighet

En viktig anvandning av modeller &r for att formalisera logisk konsekvens. Detta gors enligt
foljande definition:

Q éar en logisk konsekvens av mangden av premisser 5 omm Q ar sann i varje modell
dar alla satser i p ar sanna.

Vi har ocksa féljande specialiseringar av begreppet:

Q ar en kontradiktion omm det inte finns nagon modell dar Q ar sann.
Q ar en tautologi omm Q &r sann i alla modeller.

For satslogiken innebar att Q ar sann i modellen f helt enkelt att f(Q) = S, eftersom en modell
bara ar en sadan funktion.

Sa snart vi har ett satt att géra modeller av en teori uppkommer fragan om hur val dessa
modeller kan representera teorin. For detta ar det anvandbart att introducera lite terminologi:

T Fux Q omm det finns en hérledning fran premisserna i 7 med Q som slutsats.

T Es Q omm Q ar en logisk konsekvens av 7.

Hér &r S en semantik och H ett harledningssystem, d.v.s. en uppsattning regler som bestammer
vilka harledningar som dr tillatna.

Vad betyder det finns en harledning? Att vi kan definiera en sekvens av satser S = (Sy, ..
Sm) sadan att

*

1. Sq, ..., Syar medlemmarnaav J och n <m.

2. Sy kan erhallas fran Sy, ..., S genom att tillampa nagon av harledningsreglerna pa
nagon eller nagra av satserna Sy, ..., S, dar n<k <m.

3. Sp ér slutsatsen.

Den grundlaggande fragan - kanske den fundamentala metalogiska fragan for varje logik - &r

hur = och = ar relaterade. Vi har tva sarskilt viktiga villkor har:

Harledningssystemet H &r sunt med avseende pa semantiken Somm 7 4 Q = 7 k¢
Q for varje mangd J av satser och alla satser Q.

Harledningssystemet H ar fullstandigt med avseende pa semantiken S omm 7 =5 Q =

I Fn Q for varje mangd 7 av satser och alla satser Q.
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Sundhet ar ofta forhallandevis enkelt men arbetsamt att bevisa; skriver man en ldarobok i logik
det ar vanligt att lamna det som en dvningsuppgift sa att man inte sjalv behdver skriva ner allt.
Det gors genom att alla harledningsregler gas igenom en och en, och att man bevisar att om en
mangd av satser ar sann i en viss modell, sa ar &aven resultatet av att tillampa
hérledningsregeln sant i denna modell. Sundhetsteoremet foljer sedan genom induktion.

Bevis av fullstandighets for satslogiken 17.2

Hur bevisar vi fullstandighet? Ett forsta forslag: genom att ge en algoritm for att generera ett

bevis av Q fran 7, som terminerar (d.v.s. nar fram till ett resultat) om 7 k=g Q. For
satslogiken gar faktiskt detta att gora, men for FOL ar det omdjligt. Vi kommer darfor att ga
till vaga pa ett annat satt, som ar tillampbart pa FOL ocksa, och som dessutom &r enklare (om
an inte pa nagot vis enkelt — fullstandighet ar alltid ndgotsanar komplicerat att visa).

Forst behover vi nagra lemman:

Lemma: 7 =y Qomm 7 U {—Q} F4 L.

Vi borjar med att skrivaom 7 s Q = 7 =y Qsom T Hs Q = T HFx Q. Men enligt

deduktionssatsen &r detta ekvivalent med 7 U {—Q} Hs L = T U {—=Q} ¥4 L: om det inte
finns nagon harledning fran 7 U {—Q} till L sd ar 7 U {—Q} konsistent, d.v.s. 7 U {-Q} &r
sann i nagon modell. Men att detta haller for alla 7 och alla Q foljer av att det haller for alla
mangder 7 av premisser. Alltsé ricker det att bevisa:

Teorem: om I ar konsistent sa har 7’ en modell.

L&t en formellt fullstandig' mangd I av satser vara en mangd s&dan att, for alla satser Q, s&

har vi antingen 7 4 Q eller 7 4 —Q. Teoremet kan bevisas i tva steg:

1. Visaatt for varje formellt fullstandig satsmangd J har en modell.
2. Visa att varje konsistent satsmangd J kan utvidgas till en formellt fullstdndig
konsistent satsmangd 7 (d.v.s. att T < J).

Steg 2 gors genom att ga igenom alla atomara satser P, och lagga till P om vare sig 7 4 P

eller 7 4 —P. Genom att géra en induktion pa satserna i satslogiken kan vi sedan visa att det
galler for alla satser Q att 7 inte innehaller bade Q och —Q om inte  gjorde det.

For steg 2 kan vi gora en modell pa féljande sétt: borja med att satta f (P) =S ommP e 7,
for alla atomdra satser P. FOr komplexa satser fyller vi sedan i sanningsvardena enligt
semantiken ovan (d.v.s. sanningsvillkoren for konnektiven). Det féljer fran sundhetssatsen att

en sadan tilldelning ar entydigt bestamd, d.v.s. den ger ett unikt vérde ur {S, F} for varje sats.
UPPGIFTER: 17.5, 17.9-17.12

' Notera att detta begrepp inte har sirskilt mycket gemensamt med fullstindighetsbegreppet vi introducerade
ovan. Det dr ”vanlig” fullsténdighet som Godels fullstindighetsteorem handlar om, och formell fullstindighet
som hans ofullstdndighetsteorem handlar om.
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Modeller for forsta ordningens logik 18.1

For FOL behover vi anvanda modeller med mer struktur &n for satslogiken. En forsta
ordningens modell 9% for ett forsta ordningens sprak £ ar en funktion fran predikaten,
individkonstanterna, funktionssymbolerna och allkvantifikatorn i . till mangder, sadan att

1. IR(V) = D for ndgon mangd D som vi kallar domanen for .

2. Ik(c) e D for alla individkonstanter c.

3. M(P), dar P &r ett n-stalligt predikat, & en mangd av ordnade n-tuplar av element i D,
d.v.s. en relationsextension for P.

4. IR(f), dar f ar en n-stéllig funktionssymbol, & en mangd av ordnade n+1-tuplar (xy, ...,
Xn, Y) av element i D sddan att om (X, ..., Xn, ¥) € M(f) och (Xz, ..., Xn, y) € M(F) s&
har vi X; = X1” A ... A Xn =Xy’ D.v.s. en funktionsextension for f.

Ett satt att tolka detta ar att den modell for £ bestar av en doman D, tillsammans med en
tilldelning av extensioner i denna domén till varje individkonstant, predikat och funktions-
symbol i L. Vi kan ta detta som ett exempel pa skillnaden mellan satslogiken och FOL:

medan satslogiken bara handlar om sanningsvérden, handlar FOL om extensioner.
UPPGIFTER: 18.4

Satisfiering och sanning 18.2

Vad menar vi med att en forsta ordningens modell &r sann i en modell 9%¢? | satslogiken var
detta enkelt, da vi tilldelade sanningsvérden direkt till satserna. | FOL gar inte detta: for att
bygga upp satser har behover vi formler med fria variabler, och sanningsvardena pa dessa
maste bero pa vad variablerna tar for varden (d.v.s. refererar till). Sag att vi skulle tilldela
sanningsvarde till t.ex. P(x). Hur skulle vi rdkna ut sanningsvardet pa VxP(x) eller 3xP(x) frén
detta?

Den vanligaste 16sningen pa det har problemet anvander sig av begreppet satisfiering. Vi sager att
en variabeltilldelning i modellen 9 &r en funktion v fran variablerna i spraket till element i
M(V), d.v.s en tilldelning av element i M:s doman till variabler. En vardering i spraket £
baserad pa tilldelningen v definierar vi som en funktion || t ||, dér t &r nagon term (variabel,
individkonstant eller funktionsyttryck) i ., till element i D, sadan att

1. || x|lv = v(x) for alla variabler x.
2. | c|lv="(c) for alla individkonstanter c.
3. | f(te, ..o, ) v = O ta vy ---, || ta [lv) TOr alla n-stalliga funktionssymboler f.

Detta ar ett typexempel pa en induktiv definition: vérderingen av variabler bestams av en
variabeltilldelning, varderingen av individkonstanter av modellen, och vérderingen av
funktionsuttryck genom att tillampa modellens tolkning av funktionssymbolerna pa
varderingen av de argument vi tillampar funktionen pa.

For att fanga kvantifikatorerna behover vi ocksa inféra en operation pa tilldelningar. Vi
skriver v[x / c] for den tilldelning som &r precis som v, férutom att den tilldelar elementet ¢
D till variabeln x istallet for vad v tilldelar. Med hjalp av varderingar och denna operation kan

vi nu ge en induktiv definition av vad satisfiering betyder. Vi skriver ¢ =, P for
varabeltilldelningen v satisfierar P i modellen 9%, och definierar:



Kompendium i filosofisk logik for FTEA21:4
Staffan Angere

I Ey Py, ..., t) omm (|| ty ||y, ..., || tn [N) € ¢(P) for atomara formler P.

M =y Q ARomm I =, Q och M =y R.

M =y, Qv Romm I =, Q eller I =y R.

M=y, Q> Romm I =, Q eller M - R.

N Ey Q <> R omm antingen I =, Q och M =, R eller ¢ H#, Q och M K, R.
M =y vXQ omm M =y Q forallac e D.

M Ey IXQ omm M ¢/ Q for ndgot ¢ € D.

N o o s~ e e

Eftersom satser inte har nagra fria variabler alls kan vi visa att dessa antingen satisfieras av
alla tilldelningar, eller av inga. | det forsta fallet kallar vi satsen sann och i det andra falsk.

UPPGIFTER: 18.7, 18.8



