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Fullstandighet for FOL 19.1

Att bevisa fullstandighet for det harledningssystem vi har anvant for FOL, med avseende pa
den semantik som gatts igenom, &r ett betydligt svarare problem &n att bevisa det for
satslogiken. De grundlédggande idéerna ar dock samma som for satslogiken. For satslogiken
visades fullstandighet forst av Emil Post ar 1923, och for predikatlogiken av Kurt Godel ar
1929, daven om bada anvande helt andra metoder an den vi skall anvénda av oss.

Det centrala steget &r, som vanligt i ett fullstandighetsteorem, att visa att om J inte &r
inkonsistent, sa finns det en modell 9 vari alla satser i 7 &r sanna. Precis som for satslogiken
konstruerar vi en sadan modell: i detta fall en vars domén, relationer och funktioner utgérs av
mangdteoretiska kontruktioner av inividkonstanter i spraket sjalvt. For FOL gors detta i 4
steg:

1. Till&gg av vittneskonstanter. Vi har inga garantier for att de individkonstanter som finns i
L ér tilltackliga for att beskriva alla domaner, och behover darfor lagga till nagra. Vi
kallar det resulterande spraket L.

2. Bilda Henkinteorin # i spraket .L'y. Denna dr en uppsattning axiom som beskriver hur
kvantifikatorerna och identitetspredikatet fungerar i termer av konnektiven, d.v.s. en sorts
“reduktion” av predikatlogik till satslogik.

3. Visa eliminationsteoremet. Detta sager att det som kan visas i Henkinteorin, och som inte
innehaller vittneskonstanterna, ocksa kan visas i forsta ordingens logik utan att anta
Henkinteorin. Detta behdvs for att garantera att den modell vi konstruerar for 7 U# gor
sanna och falska samma satser som teorin 7.

4. Bilda Henkinkonstruktionen. Denna &ar en modell vars doméan bestar av ekvivalensklasser
av individkonstanter i L'y, som gor sann alla satser i 7, och darmed ocksa alla satser
i T.

Vittneskonstanter och axiom; eliminationsteoremet 19.2-19.4

For att kunna ge en teori som beskriver kvantifikatorerna maste vi kunna ersatta 3xS(x) med
nagon sats som inte innehaller 3x. Detta kan goras genom att byta ut x mot nagon konstant ¢
varom vi inte har antagit nagot mer an S(c). Ett satt att kunna garantera att sadana konstanter
finns &r att lagga till dem. For varje sats 3xS(x) lagger vi darfor till konstanten cs(), och kallar
resultatet av detta .£'1. Eftersom vi ocksa kan anvanda dessa konstanter for att bilda nya satser,
sa innehaller detta sprak dock fortfarande satser pa formen 3xS’(x) som inte har motsvarande
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vittneskonstanter. Darfor upprepar vi processen for att fa spraken £, L3, L4, etc. Spraket L
definieras som

Lh =ar. Jken Lk

For att de nya konstanterna skall bete sig som vi vill , och for att vidare kunna beskriva
kvantifikatorerna och identitetspredikatet, behdver vi Henkinteorin # som definieras som
foljande oandliga méngd satser:

3AXS(X) — S(Cs(x) for alla satser IxS(x).
Alla satser pa formen S(c) — 3IxS(X).

Alla satser pa formen —VxS(x) <> Ix—S(x).
Alla satser pa formen ¢ =c.

Alla satser pa formen (S(c) A ¢ =d) — S(d).

orwdE

Eliminationsteoremet sdger att alla satser som inte innehaller nagon av vittneskonstanterna
och som kan hérledas fran JU# ocksa kan harledas fran 7. Detta kan inses genom att
studera Henkinaxiomen: de &r direkta tillampningar av harledningsregler i FOL. For ett mer

utarbetat bevis, se B&E, s.550 - 554.
UPPGIFTER: 19.3,19.7, 19.9, 19.14

Henkinkonstruktionen 195

Som vi gatt igenom bestar en modell for ett sprak £ i FOL av en mangd D som kallas
doménen, samt extensioner till alla predikat och funktionssymboler. Grundidén i
Henkinkonstruktionen &r att anvanda -£':s individkonstanter for D. Eftersom ¢ = d kraver att
c och d ar identiska for att vara sann, kan vi emellertid inte anvdnda dem som de éar: vi
kommer att ha manga olika konstanter ¢, d som visserligen satisfierar samma predikat, men
som anda ar distinkta. Losningen har ar att bilda relationen

c=dommJuH — c=d

Detta kan visas vara en ekvivalensrelation, sa den tillater att vi bildar ekvivalensklasser av
konstanterna i L. Vi later elementen i D vara dessa ekvivalensklasser.

Nar vi satt ihop doménen &r inte extensionerna nagot storre problem. Vi later extensionen
av predikatet P(xy, ..., X,) vara mangden av n-tupler {[c1]-, ..., [c,] =) av element i D sadana att

TJu# = P(cy, ..., Cy). Detta &r véldefinierat eftersom alla konstanter i samma ekvivalensklass
[c] = satisfierar samma predikat. Detta kan i sin tur harledas med hjalp av Henkinaxiomen och
=elim.

Henkinkonstruktionen ger en modell 9t for varje konsistent mangd satser 7. Foljer vi
samma steg som for beviset av satslogikens fullstandighet far vi

Om J L sa finns en modell M sadan att M = T <
OmMIHFLsagTHl <
Om I U{P}+L saTU{PI¥Ll <
Om TP sd TU{P}=L

UPPGIFTER: 19.20, 19.22



