Formell logik
' 2 och 13

in Stenwall




Dagens forelasning

Informella bevismetoder for kvantifikatorer
e Universell elimination
o Existentiell introduktion
o Existentiell elimination
e Universell introduktion
e General Conditional Proof

Formella bevisregler for kvantifikatorer
e V Elim
e 7 Intro
e 3 Elim
e V Intro



Bevisforing med kvantifikatorer

Vi har lart oss vad kvantifikatorerna betyder

Nu skall vi lara oss hur kvantifierade satser anvands i
bevis

Mer specifikt sa kommer vi att lara oss bevismetoder
som ar tillrackliga for att bevisa samtliga konsekvenser
som beror pa meningen hos konnektiven, identitet och
kvantifikatorerna.



Universell elimination

Antag att foljande generalisering ar sann
(1) Alla har DNA

Tag sedan en godtycklig person: Matthew McConaughey

Givet att (1) ar sann, sa kan vi sluta oss till
(2) MM har DNA

Varfor?

(2) ar en logisk konsekvens av (1)
e Om (1) ar sann sa ar det omojligt for (2) att vara falsk
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Universell elimination

Att (2) ar en logisk konsekvens av (1) ar bara ett exempel pa
en mer generell princip:

Principen: Om ndgonting galler for alla individer, sa galler
det speciellt for en viss individ.

Dvs:
Fran Vx S(x)

kan vi harleda S(c)

forutsatt att ¢ betecknar en individ i domanen



Universell elimination
Ett exempel

Antag att foljande ar sant:
(3) Vx(Cube(x) v Small(x))
samt aven att a och b betecknar individer i domanen

Med hjalp av universell elimination kan da du sluta dig

till:
(4) Cube(a) v Small(a)
(5) Cube(b) v Small(b)



Existentiell introduktion

En av de enklaste introduktionsreglerna

Fran
(6) Barack Obama halsade pa paven
kan vi sluta oss till

(7) Nagon hélsade pa paven
(8) Barack Obama halsade pa nagon

Fran
(9) Alla filosofer alskar David Lewis
kan vi sluta oss till

(10) Alla filosofer alskar nagon
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Existentiell introduktion

Principen: Om ndgonting galler for en viss individ c,
sa finns det en individ for vilket det galler.

Dvs:
Fran S(c)

kan vi harleda Ix S(x)

forutsatt att ¢ betecknar en individ i domanen.



Existentiell introduktion
Ett exempel

Antag att foljande ar sant:
(11) Tet(a) v —SameSize(a, c)

Med hjalp av existentiell introduktion kan du dad sluta
dig till foljande:

(12) Ix (Tet(x) v —SameSize(x, c))



Existentiell introduktion
Ett potentiellt problem

Antag att foljande ar sant:
(13) Tyrion Lannister finns inte

Foljer det ur (13) att:
(14) Det finns minst ett x sddant att x inte existerar?

Nej! Tyrion Lannister betecknar inte ett objekt i var
doman.



Existentiell introduktion
Ett mer komplext exempel

Betrakta foljande argument:
P1: Vx (Tet(x) = Small(x))
P2: Tet(a)
S: Ix(Tet(x) A Small(x))

Med hjalp av universell elimination erhaller vi
Tet(a) = Small(a) ur P1.

Fran Tet(a) — Small(a) och P2 erhaller vi Small(a)
Sa vi har Tet(a) A Small(a)

Genom existentiell introduktion far vi Ix(Tet(x) A
Small(x))



Existentiell introduktion
Ovning

Ge ett informellt bevis for foljande:

P1: Vx (Tet(x) v Small(x))
P2: —Tet(a)
S: dIx Small(x)

Vilka regler anvands?
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Utover universell elimination och existentiell
introduktion sd finns det aven mer komplexa
bevisforingsmetoder som involverar kvantifikatorer.

Vi kommer att titta narmare pa tre avdem idag:
o Existentiell elimination
e Universell introduktion
e General Conditional Proof
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Existentiell elimination

Antag att du har en existentiell premiss och vill visa att
ndgonting foljer ur den
(14) Nagonting ar antigen en kub eller litet
Antag att domanen endast innehdller tva figurer a och b
e Kan du sluta dig till att a ar en kub eller liten?
e Kan du sluta dig till att b ar en kub eller liten?
Har ar en idé.
e Vi kan fran (14) sluta oss till att det finns ndagon figur, kalla
den Groink, som antingen ar en kub eller liten.

Sen kan vi latsas som om Groink var ett riktigt namn
och se vad som foljer ur det antagandet.



Existentiell eliminatio

Ett exempel

Betrakta foljande argument:
P1: Vx (Tet(x) — Small(x))
P2: 3x Tet(x)
S: 3Ix Small(x)

Vi mdste anvanda oss av P2, sa 1at oss testa att infora ett
latsasnamn.

Fran P2 vet vi att det finns ndgon figur, kalla det d, sddant
att Tet(d).

Med hjalp av universell elimination erhaller vi Tet(d) —
Small(d) fran P1.

Sa vi erhdller Small(d) genom modus ponens.
Med hjalp av existentiell introduktion farvi S.
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Existentiell elimination
En observation

[ exemplet ovan introducerade vi ett latsasnamn och
sedan anvande vi oss av universell elimination.

Kan vi gora det omvanda?

Antag att vi med hjalp av universell elimination forst
erhdller Tet(d) — Small(d) fran P1.

Kan vi nu introducera ett latsasnamn: ex. lat d vara vad
som an ar en tetraeder enligt P27

Nej, sjalva poangen med latsasnamn ar att introducera
ett helt nytt namn. Men i detta fall anvands d redan.

Anvand er alltid av universell elimination efter det att
ni har introducerat ett latsasnamn.



Existentiell elimination

Principen: Om det finns en individ for vilken
nagonting galler, sd kan vi infora ett nytt namn for att
beteckna den individen med och sluta oss till att den
individ som namnet stdr for har egenskapen ifraga.
Dvs:

Fran Ix S(x)

kan vi sluta oss till S(c)

forutsatt att c ar ett nytt namn som inte redan
betecknar en individ.



Existentiell elimination
Ett exempel

Betrakta foljande argument:

P1: Vy (Cube(y) v Dodec(y))

P2: Vx(Cube(x) — Large(x))

P3: Ix—large(x)

S: IxDodec(x)
Informellt bevis: Givet P3 kan vi genom existentiell
elimination anta att —Large(b). Ur P2 med hjalp av
universell elimination foljer det att Cube(b) — Large(b).

Alltsd maste —Cube(b). Men fran P1 foljer det att

Cube(b) v Dodec(b). Alltsa Dodec(b). Ur detta foljer det
med hjalp av existentiell introduktion att 3xDodec(x).




Existentiell elimination
Ovning

Ge ett informellt bevis for foljande argument:

P1: Vx (Tet(x) v —=Small(x))
P2: Vy (Tet(y) — LeftOf{(a, y))
P3: 9x Small(x)

S: 3x LeftOf(a, x)




Universell introduktion

Betrakta foljande argument:
P1: Alla som har VG i formell logik ar smarta
P2: Alla filosofistudenter har VG i formell logik
S: Alla filosofistudenter ar smarta

Informellt bevis: Lit 'Quine’ denotera nagon (vilken som
helst) av filosofistudenterna. Given andra premissen, sd har
Quine VG i formell logik (universell elimination). Enligt P1,
sd maste Quine vara smart. Men eftersom Quine valdes ut
arbitrart, sa foljer det att alla filosofistudenter ar smarta.
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Universell introduktion

Notera att vi inte valde ut en specifik filosofistudent

Var bevisforing var helt generell: den fungerar
oberoende av vilken mangd entiteter den appliceras pa

Denna generalitet uppstod genom att vi introducerade
ett nytt namn for att tala om ett arbitrar objekt

Da objektet var arbitrart utvalt och ndgonting galler for
det objektet sd ar vi rattfardigade att dra en slutsats om
samtliga objekt.
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Universell introduktion

Principen: Om nagonting galler for en godtyckligt vald
individ sd galler det for alla individer.

Dvs:
Fran S(c)

kan vi sluta oss till VxS(x)

forutsatt att c ar en godtyckligt vald individ.



Universell introduktion
Ett exempel

Betrakta foljande argument:
P1: VxTet(x)
P2: VxMedium(x)
S: Vx(Tet(x) A Medium(x))

Lat 'c’ denotera en godtyckligt objekt i Tarski’'s World

Genom universell elimination pa P2, sd erhaller vi
Medium(c).

Sa vi har Tet(c) A Medium(c)
Men eftersom c var godtycklig sa foljer S.



/ﬂ
Universell introduktion

En restriktion

Om du vill visa VxS(x) sa kan du valja ett nytt namn 'c’
och visa S(c), under féutsattningen att S(c) inte
innehaller ndgra namn som introducerats genom
existentiell elimination efter inforandet av c.

e Utan restriktionen kan vi harleda falska slutsatser fran
sanna premisser (se boken)
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General Conditional Proof

[ praktiken ar vi dock framst intresserade av att bevisa
generella pastdenden av foljande form:

vx (P(x) = Q(x))

For att bevisa detta genom universell introduktion sa
skulle du bevisa foljande for ett arbitrart c:

P(c) = Q(c)

Detta kan genomforas genom att anvanda GCP.
e Antag P(c) och visa att Q(c) foljer



—

General Conditional Proof

Principen: Antag att vi vill visa att alla saker av en viss typ
har en viss egenskap. Det kan vi gora genom att lata 'c’
denotera ett godtyckligt objekt av den typen och visa att ¢
har egenskapen i fraga.

Dvs:
Om vi antar P(c)

och lyckas visa Q(c)

sd kan vi sluta oss till Vx (P(x) - Q(x))

forutsatt att c ar ett nytt namn som star for en
godtycklig individ.
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General Conditional Proof
Nagra noteringar

Anmarkning 1: GCP ar en valdigt naturlig bevisregel men behovs

egentligen inte givet att vi redan har introduktionsreglerna for —
och V.

[ boken ses introduktionsregeln for V som ett specialfall av GCP.

Anmarkning2: Om du vill visa Vx (P(x) — Q(x) sa kan du valja ett
nytt namn 'c, anta P(c) och sedan visa Q(c), under
forutsattningen att Q inte innehadller ndgra namn som
introducerades genom existentiell elimination efter antagandet
P(c).

e Utan denna restriktion kan vi harleda falska slutsatser fran sanna
premisser (se boken)



General Conditional Proof
Ett exempel

Betrakta foljande argument:
P1: Vx (Small(x) = —Tet(x))
P2:Vx (—Tet(x) — Cube(x))
S: Vx (Small(x) — Cube(x))

Lat ‘a’ beteckna ett arbitrart objekt i TW

Antag Small(a) (Mal: visa att Cube(a))
Fran P1 foljer Small(a) — —Tet(a)

Genom modus ponens foljer —Tet(a)

P2 ger oss —Tet(a) — Cube(a) och darmed Cube(a)
Da a var godtycklig foljer S.



General Conditional Proof
Ovning

Ge ett informellt bevis for foljande argument:

P1: Vx ((Cube(x) A Large(x)) v (Medium (x) A
Tet(x)))

P2: Vx (Tet(x) — —Smaller(x, ¢))
S: Vx (Medium(x) — —Smaller(x, c))
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Y Elim

Ok, nu ar det dags att lara sig de formella bevisreglerna
for kvantifikatorer. Vi borjar med en latt:

VxS(x)

Exempel
1. Vx (Tet(x) A Small(x))
2. Tet(c) A Small(c) VElim 1

é(c)
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Y Intro

Det fanns tva informella metoder for att bevisa ett
generellt pastdende

e Universell introduktion

e General Conditional Proof

Vi kommer att titta pa versioner av V Intro, en for varje
informell metod.



Y Intro
Version 1

.P(C)
VxP(x)

c far inte figurera
utanfor det subbevis dar
det introducerades, da c
madste vara godtycklig.

[.Adan med c lases som
[t c vara ett arbitrdrt
objekt i domdnen.



Y Intro
Version 2

P(c)

Q(c)
vx(P(x) > Q(x))

dar c inte
forekommer
utanfor det
subbevis dar ¢
introducerades



1 Intro

Exempel
1. Tet(c)

S(0) 2. IxTet(x) 3 Elim 1

3xS(%)




4 Elim

3xS(x)

Dar c inte
forekommer
utanfor det
subbevis dar det
introducerades



