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Godels fullstandighetsteorem

e Kapitel 19.1 diskuterar huruvida FOL ar fullstandigt.

¢ | formell logik definierade vi logisk konsekvens enligt
foljande:

S ar en logisk konsekvens av premisserna P,,...,P, omm det |
ar omojligt for P,,...,P, att vara sanna och S falsk.

e Fragan vi nu staller ar huruvida det harledningssystem vi
bekanta oss med i formell logik (och delvis i denna kurs)
racker for att bevisa allt vi vill bevisa.

o Alltsa ar FOL fullstdndigt i betydelsen att:

om S ar en logisk konsekvens av P,,...,P. sa finns det ett
bevis for S fran P,,...,P,i FOL?




Godels fullstandighetsteore

* Beroende pa vad som avses med logisk ke
kommer vi fa olika svar.

e Om vi avser FO-konsekvens sa ar svaret jakande.

e Om vi aven tar predikatens betydelse i beaktande sa ar
svaret nekande.




Godels fullstandighetsteorem

e Att bevisa fullstandighet for det harledningssystem v
har anvant for FOL, med avseende pa den semantik so
vi redan gatt igenom, ar ett betydligt svarare problem
an att bevisa det for satslogiken (se 17.1).

e For satslogiken visades fullstandighet forst av Emil Prost
1923, och for predikatlogiken av Kurt Godel (1906-1978)
ar 1929, aven om bada anvande sig av helt andra
metoder an den vi skall anvanda oss av idag.




Godels fullstandighetsteorem

e Forst lite notation.

e T~ S sager att det finns ett bevis for S i T med avseenc
pa harledningssystemet F.

e OBS! detta betyder inte att alla satser i T maste anvandas i
beviset (bara att alla satser som anvands finns i T).

T = S sager att S ar en FO-konsekvens av T.
Godels fullstandighetsteorem (-sats) sager da foljande:

Lat T utgora en mangd satser hos ett forsta
ordningens sprak L och lat S vara en sats i det
spraket: OmT=S,saT*+S




Godels fullstandighetsteorem

e Som en direkt konsekvens av fullstandighetsteoreme
erhaller vi kompakthetsteoremet (-satsen):

Lat T vara en mangd satser i L. Om varje andlig
delmangd av T har en modell, sa har T en modell.

Det centrala steget ar att visa att om T inte ar
inkonsistent, sa finns det en modell M vari alla satser i T
ar sanna (se 17.2).

Var forsta uppgift blir att konstruera en sadan modell: i
detta fall en vars doman utgors av mangdteoretiska
konstruktioner av individkonstanter tagna ur spraket
sjalvt.




Fullstandighetsbeviset

e For FOL gors detta i fyra steg:

1.

Tillagg av vittneskonstanter. Vi har inga garantier for att de
individkonstanter som finns i L ar tillrackliga for att beskriva a
domaner och behover darfor lagga till nagra. Vi kallar det
resulterande spraket L,,.

Bilda Henkinteorin H i spraket L,,. Detta ar en uppsattning axiom
som beskriver hur kvantlﬁkatorerna och identitetspredikatet
fungerar i termer av konnektiven, dvs en sorts reduktion av
predikatlogik till satslogik.

Visa eliminationsteoremet. Detta sager att alla satser som kan
visas i Henkinteorin, och som inte innehaller vittneskonstanterna,
ocksa kan visas i forsta ordningens logik utan att anta
Henkinteorin. Detta behovs for att garantera att den modell vi
konstruerar for T U H gor sanna och falska samma satser som T.

Bilda Henkinkonstruktionen. Denna ar en modell vars doman
bestar av ekvivalensklasser av individkonstanter i L, som gor sann
alla satser i T U H, och darmed ocksa alla satser i 'IH




Fullstandighetsbeviset

Vittneskonstanter

For att kunna ge en teori som beskriver kvantifikatorerna maste vi kunnz
3xS(x) med nagon sats som inte innehaller 3x.

Detta kan goras genom att byta ut x mot nagon konstant c om vilket vi inte
antagit nagot mer an S(c).

Ett satt att garantera att sadana konstanter finns ar att lagga till dem.

For varje sats Ix5(x) lagger vi darfor till konstanten cg,, och kallar resultatet for
detta L,.

Eftersom vi kan anvanda dessa konstanter for att bilda nya satser sa innehaller
detta sprak dock fortfarande satser pa formen 3x5’(x), som inte har motsvarande
vittneskonstanter.

Darfor maste vi upprepa processen for att fa spraken L,, L,, Ls,...etc.

Spraket L, definieras som

Ly=ar. Uken Lk

dvs unionen av alla L.




Fullstandighetsbeviset

Henkinteorin

For att de nya konstanterna skall bete sig som vi vill,
och for att vidare kunna beskriva kvantifikatorerna och
identitetspredikatet, behover vi Henkinteorin H som
definieras som foljande (oandliga) mangd satser:

. AXS(X) — S(cs ) for alla satser 3x5(x).

. Alla satser med formen S(c) — Ix5(x).
. Alla satser med formen =Vx5(x) <= Ix-5(x)
. Alla satser med formen c = c.

. Alla satser med formen (S(c) A ¢ = d) — S(d).




Fullstandighetsbeviset

Eliminationsteoremet

¢ Eliminationsteoremet sager att alla satser s
innehaller nagon av vittneskonstanterna och som kan
harledas fran T U H ocksa kan harledas fran T.

e Detta kan inses genom att studera Henkinaxiomen: de
ar direkta tillampningar av harledningsregler i FOL (se
19.4).




Fullstandighetsbeviset

Henkinkonstruktionen

e Som vi vet bestar en modell for ett sprak L i FOL av en ma
D (domanen) samt extensioner till alla predikat och termer.

Grundiden i Henkinkonstruktionen ar att anvanda L,:s
individkonstanter for D.

Men eftersom c = d kraver att c och d ar identiska for att vara
sann kan vi emellertid inte anvanda dem som de ar: vi

kommer att ha manga olika konstanter c, d som visserligen
satisfierar samma predikat, men som anda ar distinkta.
Losningen ar att bilda relationen:

c=dommTUH+c=d

Detta ar en ekvivalensrelation, sa den tilléger att vi bildar
ekvivalensklasser av konstanterna i L. Vi later elementen i D
vara dessa ekvivalensklasser.




Fullstandighetsbeviset

Henkinkonstruktionen

e Nar vi satt ihop domanen ar inte extensionerna nago
storre problem. Vi later extensionen av predikatet P(x;
...,X;) vara mangden av n-tupler {[c,]=, ..., [c,].) aV
element i D sadana att TU H - P(c,, ..., C,).

Detta ar valdefinierat eftersom alla konstanter i samma
ekvivalensklass [c]_ satisfierar samma predikat. Detta
kan i sin tur harledas med hjalp av Henkinaxiomen och

=elim.




Fullstandighetsbeviset

Henkinkonstruktionen

e Henkinkonstruktionen ger en modell M; for varje
konsistent mangd satser T’. Foljer vi samma steg som fc
beviset av satslogikens fullstandighet far vi:

Om det inte ar fallet att T’ - L, sa finns en modell
M sadan att M= T’ =

Om det inte ar fallet att T’ + L, sa ar det inte fallet
att T’ F L —

Om det inte ar fallet att T U {-P} 1, sa ar det inte
fallet att T U {-P} =L =

OmTEP saT+P




Godels ofullstandighetsteorem

Godels ofullstandighetsteorem ar formodligen det me
diskuterade resultatet i logiken under 1900-talet.

Teoremet ror en annan typ av fullstandighet an det som "
omtalas i fullstandighetsteoremet: medan den |
sistnamndas betydelse ar den som vi gatt igenom
tidigare, anvands ordet "fullstandig” har for det som i
boken kallas ”formellt fullstandig”.

En satsmangd T sags vara formellt fullstdandig omm, for
varje sats i spraket, antingen T - P eller T -~ =P (vi vet
fran sundhetsteoremet och fullstandighetsteoremet att
detta sager samma sak somT=PellerT = =P




Godels ofullstandighetsteorem

e Varfor ar vi intresserad av formellt fullstandiga
satsmangder?

e Om vi axiomatiserar en empirisk teori sa bor vi inte
forvanta oss att den ar formellt fullstandig: inte ens en
perfekt atergivning av Newtons fysik sager nagonting om
hur snabbt specifika ting ror sig eller vad de vager, aven
om de specificerar samband mellan dessa.

Daremot ar det annorlunda med en rent a priori disciplin
som matematiken. Vad som ar sant och falsk har foljer med
logisk nodvandighet utifran matematiska termers
betydelse, och for att fa detta strikt och pa en saker grund
skulle vi vilja bestamma hur detta gar till formellt -
forslagsvis i FOL.




Godels ofullstandighetsteorem

e Eftersom vad som ar matematiskt sant och falskt bor
avgoras helt av de grundlaggande antaganden vi gor o
t.ex. de naturliga talen, reella talen eller mangdlaran,
sa borde vi ocksa kunna krava att om T ar en
uppsattning axiom for det matematiska omradet vi vill
beskriva, sa galler foljande for varje sats P som bara
innehaller matematiska predikat: T+ P eller T - =P.

Godels ofullstandighetsteorem sager emellertid att
detta ar omojligt.

Godels ofullstandighetsteorem: Varje logiskt system som
innehaller Peanoaritmetiken och som ar konsistent ar
formellt ofullstandig.




Godels ofullstandighetsteorem

® Peanoaritmetiken (PA) ar den sedvanliga
axiomatiseringen av aritmetik med de naturliga talen.

e Det ar en uppsattning med sex axiom och ett axiomschema "
som definierar de naturliga talen samt addition och |
multiplikation (se 16.4), och som torde anses vara
nodvandiga sanningar for att man skall kunna saga att man
axiomatiserar just matematiken.

Trots detta gar Godels ofullstandighetsteorem igenom aven
med en del svagare system.

Faktum ar att aven ZFC ar formellt ofullstandigt da PA gar
att uttrycka i ZFC genom att definiera talet 0 som J, och
varje tal n > 0 som mangden av de foregaende.




Godels ofullstandighetsteorem

Bevisidén i Godels teorem ar att representera satser
FOL som tal (s.k. Godelnumrering).

Genom att genomfora detta noggrant kan vi visa att det
finns rent numeriska predikat (dvs predikat som kan
definieras helt i termer av addition och multiplikation i
PA) som motsvarar begrepp sasom att vara en formel,
att vara en sluten sats, att vara en sekvens av satser,
eller att vara ett bevis for en sats.

Om Bew(n) ar predikatet for bevisbar, dvs det finns ett
tal som ar beviset for satsen med talet n, sa kan vi t.ex.
visa att om n ar talet for en sats i PA, sa finns det ett

bevis for denna sats i PA omm Bew(n) ar sann.




Godels ofullstandighetsteorem

e Det centrala steget i Godels bevis bestar i att betrak
satsen:

(G) G gar inte att bevisa i PA.

Godels visade att det verkligen finns ett tal g for denna
sats, och darfor ar satsen Bew(g) en valformad sats i PA.

Men om denna sats ar sann (och PA inte
sjalvmotsagande) sa gar Bew(g) inte att bevisa, och

alltsa har vi Bew(g) — -Bew(g) (alltsa —Bew(g)).

Men detta ar precis vad satsen sager, och alltsa ar den
sann, men inte bevisbar.




