Filosofisk logik

Kapltel 10 och 11 (forts )
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Viktigt att tanka pa

Innehdllet i kursen formell logik forutsatts vara
inhamtat (repetera om du ar osaker).

[ allmanhet galler att kursinnehallet, som ska
instuderas pa relativt kort tid, ar till karaktaren
abstrakt och kraver mognad och tid for att absorberas.
Det ar darfor viktigt att:
e Lasa kursinnehallet
e Delta i undervisningen

e Forbereda sig infor varje forelasning
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Kurslitteraturen

[ princip fortsatter vi dar vi slutade i LPL.
Foljande avsnitt ur LPL ingar i kursen:
 Kapitel 10:10.3-10.4 (25/11)
e Kapitel 11: 11.7 (25/11)
e Kapitel 12: 12.1-12.4 (26/11)
e Kapitel 13 (26/11)
e Kapitel 14: 14.1-14.3 (27/11)
 Kapitel 15: 15.1-15.10 (28-29/11) (29/11 ar forelasningen kl 8-10).
e Kapitel 18:18.1-18.3 (2/12)
 Kapitel 19: 19.1-19.8 (3/12)
e Mer kan komma att ingd beroende pa hur langt vi kommer.
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Om kursen

(A) Predikatlogik (forts.) Vi kommer diskutera prenex normalform,
numerisk kvantifikation och kvantifikatorernas logik.

(B) Mdngdldran ar noédvandig for att forsta vissa metalogiska resultat,
men ar aven anvandbart for en filosof. Den utgor dessutom ett bra
exempel pd en formell teori som faktiskt anvands. Vi kommer att
diskutera praktiskt tillampbar mangdlara och ndgra filosofisk-logiska
resultat, sasom Russells paradox.

(C) Metalogik handlar om formella egenskaper hos logiska system
sasom sundhet och fullstandighet, samt om viktiga logiska och
semantiska begrepp (t.ex. sanning och modell), samt om tolkningar av
logiska system. Vi kommer framforallt ge en 6versikt 6ver detta omrade
sasom det ar tillampbart pa FOL.
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Tentamen
Salstentamen ar den 4/12, kl 8-12 i LUX: B336

Omtentamen ar den 16/1, kl 8-12 i LUX: C126

e Anmal er 1vecka i forvag

Uppsamlingstentamen ar 13/2, kl 8-12 i LUX: B237



Betygskriterier——— -

Redogora for samtida teoretisk-
filosofisk teoribildning inom
mangdlara och metalogik.

Redogora for grundprinciperna
for harledning och oversattning i
predikatlogik med
kvantifikatorer.

Utfora oversattningar och
harledningar i predikatlogik med
kvantifikatorer.

Identifiera samt ta stallning till
vilken roll logiska
grundantaganden spelar for hur
enskilda teorier eller argument
skall varderas.

Studenten kan adekvat redogora
for samtida teoretisk-filosofisk
teoribildning inom mangdlara
(ex. ZFC) och metalogik (ex.
Godels fullstandighetsteorem).

Studenten kan pa ett
grundlaggande och korrekt satt
redogora for grundprinciperna
for harledning och oversattning i
predikatlogik med
kvantifikatorer.

Studenten kan pa ett
tillfredstallande satt utfora
oversattningar och harledningar i
predikatlogik med
kvantifikatorer.

Studenten har forstatt och kan
redogora for vilken roll logiska
grundantaganden spelar for hur
enskilda teorier eller argument
skall varderas.

Studenten kan pa ett
problematiserande satt redogora
for samtida teoretisk-filosofisk
teoribildning inom mangdlara
och metalogik.

Studenten kan pa ett detaljerat
satt redogora for
grundprinciperna for harledning
och oversattning i predikatlogik
med kvantifikatorer.

Studenten kan pa ett
andamalsenligt satt utféra
oversattningar och harledningar i
predikatlogik med kvantifikatorer.

Studenten kan fora en
fordjupande och
problematiserande diskussion om
vilken roll logiska
grundantaganden spelar for hur
enskilda teorier eller argument
skall varderas.



Avsnitt 10.3 Nagra nyttiga ekvivalenser

Tva satt att anvanda tautologa ekvivalenser i forsta-ordningens logik

(1) Satser vars sanningsfuntionella former ar tautologt ekvivalenta ar FO-
ekvivalenta.

Exempel: Foljande satser ar FO-ekvivalenta
—(3x Cube(x) A Vy Dodec(y))

—3x Cube(x) v —Vy Dodec(y)



(2) Men vi kan dven anvanda DeMorgans lagar och andra
tautologa ekvivalenser inuti formler.

Exempel: Foljande satser ar alla FO-ekvivalenta:

Vx(Cube(x) — Small(x))
Vx(—Small(x) - —Cube(x))
Vx(—Cube(x) v Small(x))

Notera att de wifs som binds av kvantifikatorerna kommer att
satisfieras av exakt samma objekt i varje mojlig situation.
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Avsnitt 11.7 Prenex normalform

Det ar ibland bekvamare att hantera formler dar samtliga
kvantifikatorer har flyttats till borjan av uttrycket. Dessa typer av
formler sags vara i prenex normalform.

Definition: En formel ar i prenex normalform om den antigen saknar
kvantifikatorer eller samtliga kvantifikatorer stdr i borjan av formeln,
dvs om den har foljande form:

Kx K.,x,,... K.x, B

dar K;(i = 1,...n) ar antingen V eller 3 och formeln B ar fri
fran kvantifikatorer.

OBS! En formel utan kvantifikatorer betraktas som ett trivialt fall aven
formel i prenex normalform.
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—+Ovning: vilka av foljande uttryck star i prenex
normalform?

VxP(x) v VxQ(x)
VxVy(=P(x) = Q(y))
Vx3yR(x, y)

R(x,y)

—VxR(x,y)
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En algoritm for prenex normalform

Alla satser ar logiskt ekvivalenta med ndgon sats i prenex normalform.
For att omvandla en sats (vilken som helst) till prenex normalform
anvander vi oss av foljande steg (arbeta inifran ut):

1. Eliminera samtliga forekomster av — och <> fran formeln ifrdga.

e 2. Flytta alla negationstecken inat i formeln sa att de bara figurerar i literaler
(alltsd formler som antigen ar atomara eller negerade atomara formler).

e 3. Om nodvandigt skriv om formeln sa att inte tva kvantifikatorer binder
samma variabler och sa att ingen variabel har bdade fria och bundna
forekomster.

e 4. Vierhdller nu en formel i prenex normalform genom att flytta samtliga
kvantifikatorer till borjan av formeln.
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Steg 1.

» Anvand er av foljande ekvivalenser nar ni
eliminerar forekomsterna av — och <:

A—>B< —-AvVvB
AooB<s (—-AvB)A(Av—=B)
AooB< (AAB) v (-AA—-B)
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Steg 2.

Anvand er av foljande ekvivalenser nar ni flyttar negations-
tecken indt i en formel:

DeMorgans lagar
* ~(PAQ) & (-PVv-Q)
s By O Ba O
e P& P

DeMorgans lagar for kvantifikatorer
e —VxP(x) & Ix—P(x)
e —IxP(x) & Vx—P(x)
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Ovningar

Flytta negationstecknet inat (sa langt det gar) i
foljande formler:

—3x(P(x) A Q(x))

=Vx(P(x) = Q(x))
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Steg 3.

Anvand er av foljande resultat nar ni
standardiserar isar variablerna:

e For vilken wff P(x) som helst och variabel y sddan att y
inte figurerar i P(x) galler foljande:

» VxP(x) < VyP(y)
e 3xP(x) < 3yP(y)
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Ovning: standardisera isar variablerna i féljande formel:

o Vx(P(x) »> Q(x)) A IxQ(x) A 3zP(z)

Losning: Ersatt x med y i 3xQ(x) for att erhdlla:

« Vx(P(x) > Q) A FyQ(y) A IzP(2)
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Steg 4.

Anvand er av foljande ekvivalenser nar ni flyttar
kvantifikatorerna till borjan av formeln:

e Forvarje FO-formel P i vilken x inte ar fri galler:
e VXP& P
« IxP< P
o P AIxQ(x) < Ix(P A Q(x))
o« PAVXQ(x) < Vx(P A Q(x))
o Pv3IxQ(x) < Ix(P v Q(x))
« Pv VxQ(x) < Vx(P v Q(x))



o

/ v

Kvantifiering pa tomgang (eng. null quantification)

Nar vi definierade wffs sa kravde vi inte att den variabel som vi kvantifierade
over ar fri (eller forekommer 6verhuvudtaget) i den formel som
kvantifikatorn appliceras pa.

Exempelvis ar VxdyCube(y) en wff dven om JyCube(y) inte innehdller den
fria variabeln x.

Betrakta da VxCube(b). Denna sats kommer ut som sann i en varld om och
endast om alla objekt inom domanen satisfierar formeln Cube(b). Men vad
betyder detta?

Om du ersatter varje forekomst av x i Cube(b) med namnet n, sa kommer
resultatet att vara Cube(b). Sa fragan om ndgot objekt satisfierar Cube(b) ar
samma sak som att fraga om Cube(b) ar sann. Darmed kommer VxCube(b)
och Cube(b) att vara sanna i exakt samma varldar—de ar m.a.o. logiskt
ekvivalenta.
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Nagra andra nyttiga ekvivalenser i steg 4.

e VxP(x) A VxQ(x) < Vx(P(x) A Q(x))
e IxP(x) v IxQ(x) < Ix(P(x) v Q(x))

« OBS! VxP(x) v VxQ(x) ar inte logiskt ekvivalent med Vx(P(x) v
Q(x)) och IxP(x) A IxQ(x) ar inte ekvivalent med Ix(P(x) A Q(x)).

VxVyP(x,y) © VyVxP(x, y)
e IxIyP(x,y) < FyIxP(x,y)
KxP(x) A KyQ(y) & KxK y(P(x) A Q(y))

KxP(x) v K,yQ(y) & KxK,y(P(x) v Q(y)), dar K, och K, ar
antigen V eller 3.

Exempelvis om K, = V och K, = 3, s ar VxP(x) A 3yQ(y)
Vx3Iy(P(x) A Q(y)).
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Ett exempel

Hitta prenex normalformen for:
* Vx((yR(x, y) A Vy=S(x,y)) = —(3yR(x, y) A P))

e Enligt steg 1. mdste vi eliminera —

* Vx(=(3yR(x, y) A Vy=S(x,y)) v ~(3yR(x, y) A P))
e Enligt steg 2. mdste vi flytta negationstecknet indt
e Vx(—3yR(x,y) v =Vy=S(x,y) v —3yR(x,y) v —P)
e Vx(Vy—R(x,y) v IyS(x,y) v Vy—=R(x, y) v —P)

e [ steg 3. standardiserar vi isar variablerna

* Vx(Vy—R(x,y) v IyS(x, y,) v Vy,—R(x,y,) v =P)

e [ steg 4. flyttar vi samtliga kvantifikatorer till borjan av
formeln:

e VxVydy,Vy,(—R(x,y) v S(x,v,) v —=R(x,Y,) v—P)
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Ovningar

Andra foljander satser till prenex normalform:

IxP(x) — JyQ(y)

vx(F(x) > (3yR(y, x) A FyR(x, y)))

(IxP(x) v R(b)) — Vx(P(x) A VxQ(x))

vx((P(x) A 3y(Q(y) A R(x,y))) > Fy(D(y) A L(x, y)))
Jz(IxQ(x, z) v IxP(x)) = —(—=3IxP(x) A Vx3IzQ(z, X))

Kom ihdg att varje steqg i serien mdste vara logiskt
ekvivalent med den foregdende.



